C.F. Gaul3 und die Logarithmen

Einleitung

Wie der ursprungliche Name Additions- und Subtraktionslogarithmen — den
sogenannten Gaufdischen Logarithmen — aussagt, konnten mit Hilfe dieser
Logarithmen Rechenaufgaben wesentlich schneller gerechnet werden, flir die
sonst ein Hin- und Zuriickbestimmen von Numerus und Mantisse erforderlich
gewesen war.

Einige der von Leonelli 1802 erstmals berechneten Additions- und
Subtraktionslogarithmen umfassten 14 Stellen und konnten damit eine sehr
hohe Genauigkeit bieten. Da zur damaligen Zeit aber hauptsachlich mit 7-
stelligen Logarithmen gearbeitet wurde, regte Gaul3 an, die Stellenzahl der
Additions- und Subtraktionslogarithmen auf diese 7 Stellen zu reduzieren. So
enthalten die Tafelwerke der Additions - und Subtraktionslogarithmen meist 7,
aber auch 5 Stellen.

Gaul’ selbst hat 1812 in der ,Monatlichen Correspondenz® geschrieben, dass
er die Additions- und Subtraktionslogarithmen schon fir sich selbst— auf 5
Stellen — ausgerechnet hat und dauernd mit ihnen rechnen wiurde, daihr
Einsatz doch eine erhebliche Vereinfachung und damit Zeitersparnis
darstellten.

Die Berechnungen der in spateren Jahren erschienenen Tafelwerke der
Additions- und Subtraktionslogarithmen gehen im Wesentlichen von Schulern
und Bekannten von Gauld aus. Die erste dieser Tafeln stammt von E.A.
Matthiessen und wurde im Jahre 1817 herausgegeben.

In der Folgezeit sind die Tafeln mit den Additions- und
Subtraktionslogarithmen entweder als Einzelwerk oder als Teil von
Gesamtausgaben Logarithmisch-Trigonometrischer Tafeln erschienen. Sie
wurden nicht immer als ,Gauldische Logarithmen® bezeichnet, sondern
alternativ als ,Additions- und Subtraktionslogarithmen®. Tropfke schreibt in
seiner Geschichte der Elementar-Mathematik dazu: ,Gauld selbst ist weit
davon entfernt, die Erfindung der Additionslogarithmen als sein Eigentum
hinzustellen, sondern hebt vielmehr durch direkte Namenanfihrung das
Verdienst LEONELLIS gebihrend hervor.”

Gegen Mitte des letzten Jahrhunderts verlor der Umgang mit diesen
Logarithmen an Popularitat und war selbst Menschen nicht bekannt, die in der
Nachkriegszeit mathematisch ausgebildet wurden.
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Erwahnung in Gaul3- Biografien

In den zahlreichen Biografien Gber den "Furst der Mathematiker" Carl
Friedrich Gaul finden sich eher sparliche Hinweise auf die sogenannten
"Gaullischen" Logarithmen. Wahrend auf sein Leben, seine Verdienste und
Errungenschaften in den unterschiedlichsten Formen und Ausfihrlichkeiten
eingegangen wird, werden die nach ihm benannten Logarithmen nicht
angefuhrt. Zuvorderst mag ein Grund in den Anmerkungen von Tropfke
liegen. Andererseits hat sich Gauld um die Verbreitung dieser Additions-und
Subtraktionlogarithmen gro3e Verdienste erworben. Die Grinde fur die
Zurickhaltung bei deren Erwé&hnung in Biografien mégen auch andere sein.
So stehen die Logarithmen jedem Anwender (insbesondere Mathematikern,
Land-Vermessern, Astronomen) als nutzliches Handwerkszeug frei zur
Verfigung. Mit deren Ursprung und genialen mathematischen Hintergrtinden
konnen und wollen sich die Wissenschaftler und Biografen nicht mehr
auseinandersetzen. Logarithmen sind da, sie sind ziemlich trivial und man
weiss damit umzugehen, warum weiter damit auseinandersetzen ?
Anders dagegen ging Gaufd damit um. Bereits in friher Jugend beschéftigte
er sich mit den Logarithmen. Er, der "taglich mehrere 100 Mal" die Tafeln
benutzte, hat ein hohes Interesse an den Qualitaten der von ihm benutzten
Logarithmentafeln, seinem "taglichen Arbeitsgerath”. Genauers hierzu ist bei
Karin Reich nachzulesen, die nicht nur beschreibt, welche Logarithmentafeln
sich im Besitze von Gaul? befanden - und die er auch benutzte -, sondern
gleichzeitig beispielhaft darstellt, wie Gaul3 die Qualitaten der einzelnen
Logarithmentafeln bewertete. Immer wieder hat Gauld dazu Berichte in der
"Monatlichen Correspondenz" von Zach geschieben. So legt er als die fir die
Auswahl der geeigneten Tafeln wichtigen Kriterien fest:

1. Format
Grol3e und Anordnung der Ziffern/Spalten
Papier (Qualitat, Farbe, Dicke)
Korrektheit
Druckerschwarze - Lesbarkeit

g bk~
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Gauldische Logarithmen

Nun zu den "GauRRischen Logarithmen" selbst. Sie sind von Zeitgenossen
nach Gaul3 benannt, weil er derjenige war, der deren Einsatz populdr machte.
Urspringlich waren sie als Additions- und Subtraktionslogarithmen bekannt,
die der Italiener Z. Leonelli 1802 als "Supplement logartihmique™ in Bordeaux
veroffentlicht hatte und die dazu dienten, kompliziertere
Logarithmenrechnungen zu vereinfachen. Diese Arbeit war von Gottfried
Wilhelm Leonhardi 1806 ins Deutsche Ubersetzt und in der Allgemeinen
Literatur-Zeitung vom Jahre 1808 (s. Gau3-Werke Band 8) besprochen
worden.

"....Leonelli schlagt eine aus drei Columnen bestehende Tafel vor....wollen wir
die zusammengehorigen Glieder dieser drei Columnen durch P, Q, R
bezeichnen. Diese Groél3en sollen so voneinander abhangen, dass, wenn man
die Zahl, deren Logarithm P ist, durch x bezeichnet, Q =log (1 + 1/x), R =
log (1 + x) sei; daher immer R = P + Q sein wird; ferner soll diese Tafel nicht
nach x, sondern nach P geordnet sein, oder P soll gleichférmig wachsen, und
zwar von Null bis ins Unendliche, oder vielmehr bis Q als verschwindend
betrachtet werden kann. Der Gebrauch einer solchen Tafel Iasst sich leicht
Ubersehen. Soll aus log a und log b der Logarithm von a + b bestimmt
werden: so geht man (wenn man voraussetzt, dass a grosser ist als b) mit log
a - log b in die erste Columne ein, oder setzt diese Differenz = P: dann ist
offenbar log (a + b) = Q + log a = R + log b.Soll man hingegen den
Logarithmen der Differenz bestimmen: so wird man log a- log b entweder in
der zweiten oder dritten Columne finden, je nachdem diese Differenz kleiner
oder grosser ist, als log 2. Im ersten Falle, wenn man log a - log b = Q macht,
wird log (a-b) =log b- P =log a- R sein; im zweiten hingegen, wenn man
log a - log b = log R setzt, wird der gesuchte Logarithm =log b + P = log a-
Q. " ( Leonhardi bezeichnete den Logarithmus mit Logarithm, Gaul3 spater mit
Logarithme)

In dieser Darstellung lag der Ursprung fur die weitere Entwicklung der
Additions- und Subtraktionslogarithmen, die C.F. Gauf3 1812 in der
Monatlichen Correspondenz " Tafel zur bequemern Berechnung des
Logarithmen der Summe oder Differenz zweier Grossen, welche selbst nur
durch ihre Logarithmen gegeben sind " aufgriff (Gaul3 W 3). Zur
Verdeutlichung der Methodik sollen die von Gaul? angefuhrten Anmerkungen
und Beispiele hier wiedergegeben werden:

"l. Aus den Logarithmen zweier Gréssen a, b den Logarithmen der Summe zu
finden.

Es sei log a der grossere Logarithm., man gehe mit log a- log b in die
Columnre A ein, und nehme daneben entweder aus der zweiten Columne B,
oder aus der dritten Columne C. Man hat dann log (a + b) = log a + B oder log
(@a+b)=logbh+C
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Il. Aus den Logarithmen zweier Grdssen a, b den Logarithmen der Differenz
zu finden.

Erstens, ist die Differenz der Logarithmen log a - log b grosser als 0,30103
(log 2), so suche man dieselbe in C, wodurch man hat log (a-b) =loga- B
oder log (a- b) =log b + A oder

zweitens, ist log a- log b kleiner als 0,30103, so suche man es in B, wodurch
wird log (a-b) =log a- C oderlog (a-b) =logb- A.

Es gibt daher bei jeder Aufgabe zwei Auflosungsarten; man tuth aber wohl,
sich an eine bestimmte zu gewodhnen, um sich den Gebrauch der Tafel desto
leichter mechanisch zu machen. Mir ist dies bei der jedesmal zuerst
angesetzten Manier am bequemsten gefallen.

Beispiele:
l. Aus log a =0,36173 und log b = 0,23045 den Logarithmen der Summe zu
finden, sucht man 0,13128 in A, wobei man findet

B = 0,24033 C = 0,37161
log a = 0,36173 log b = 0,23045
log(a+b) = 0,60206 log(a+b) = 0,60206

lI. Aus log a = 0,89042, und log b = 0,24797 den Logarithm. der Differenz zu
finden. Da log a- log b grosser als 0,30103, so sucht man es in der Columne
C, woneben man findet

B = 0,11227 A = 0,53018
log a = 0,89042 log b = 0,24797
log (a-b) = 0,77815 log(a-b) = 0,77815

lll. Aus log a = 0,25042, log b = 0,19033 den Logarithmen der Differenz zu
finden. Hier gibt log a- log b = 0,06009 in B aufgesucht

C = 0,88871 A = 0,82862
log a = 0,25042 log b = 0,19033
log (a-b) = 9,36171 log(a-b) = 9,36171

In diesen Beispielen wird deutlich, dass P,Q,R bei Leonelli (Leonhardi) A,B,C
bei Gaul3 entsprechen und dass Gaul? mit fiinfstelligen Logarithmen arbeitete.
"...Ich habe diese Tafel zu meinem eigenen Gebrauch fir Rechnungen mit 5
Decimalen, die in der Ausuibung die hafigsten sind, schon vor vielen Jahren
construirt, und die, wenn auch jedesmal kleine, doch wenn sie viele
Tausendmal wiederkehrt, sehr erhebliche Erleichterung, hat mir die daruaf
gewandte Mihe bereits reichlich ersetzt. Es ware zu winschen, dass jemand
sich der Arbeit unterzége, eine ahnliche Tafel in 10 oder 100 mal so grosser
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Ausdehnung fir Rechnungen mit 7 Decimalen zu construiren, die als ein sehr
schatzbares Supplement den gewdhnlichen Logarithmen-Tafeln beigefugt

werden konnte....".

Erhard Adolph Matthiessen (1763 - 1831), ein Freund Heinrich Christian
Schumachers (1780 - 1850), des Briefpartners von Gauf3, hat sich dieser
Muhe unterzogen und 1817 seine "Tafeln zur bequemern Berechnung..." in
Altona herausgegeben. Nach Fletcher et al. waren die Tafeln von Matthiessen
recht fehlerhaft "and badly arranged", so dass sie sich nicht durchgesetzt
haben. Als deren Nachfolger sind die Werke von Zech und Wittstein
anzusehen, die nach Angaben von Fletcher et al. allerdings auch nicht ganz
fehlerfrei waren.
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Praktisches Rechenbeispiel

Im folgenden wird ein Rechenbeispiel aus Kleyer dargestellt. Mit Hilfe der
ebenfalls abgebildeten Tabelle aus Wittstein 1866 lasst sich der Gang der
Berechnungen und die Vereinfachung durch die Nutzung der Additions- und
Subtraktionslogarithmen nachvollziehen.

1 6y Die Logarithmen

Aufgabe 26. Man soll die in nach-
stehenden Ucshungsbeispielen gegebenen
Zahlenausdriicke mit Benutzung der Ad-
ditions- und Subtraktions - Logarithmen

berechnen,
Uebungsheispiele : Resultate: Andeutungen:
2
F [y P
1) V62482 458477 = . g P
1 S e 1
loge = 5 log (6248° + 5347%) = - . log (- y)
E ¥
Nach der Erkl 70 missten zouichst die
Summanden: 62487 = & und 5347 — g be-
rechnet werden; man erhilt fir deven Loga-
rithmen:

foge = B.log 6248 = 2.3,70574 = 7,50 148

log i 2. log 5347 = 2,3,72B11 = 7,45 622
Nun berechne man: tog (& — o)

Nach der Formel 1, 8. 155, ist:

log (z—y) = logy+ B . Nach Formel Ia, Seite 155, ist:

= T,40622 <= 0,537 300 A =loge—logy = 7,69148
= T,B3012 - T4 622
Setzt man diesen Wert in den logarithmierten “'f”*iﬂ? 4 = 0,13 526
Ansdrock ein, so erhilt man: fir dieses A findet man aus der Tafel 11
i des zogehirige B mit:
logs = 5 +T,83012 = 3,91 506 und B=037%75 | qg.
. —+ 11,6 | Tafelchen
awm log 3,91 506 = 8224,0 + g48)
D;_-m?. s B — (.47 890
e i BE2A.G
Hiernach ist: suun log 2 = B2288  oder:
: = 82286
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Logarithmentafeln mit GaulRischen Logarithmen

Erscheinungsjahr Stellen | Autor | Auflage | Erscheinungsort
1904 5 Rex, F.W. 2 Stuttgart

1866 7 Wittstein, Th. 1 Hannover

1935 5 Wittstein, Th. 33 Hannover

1943 7 Wittstein, Th. Chicago

1863 7 Zech, J. 2 Berlin

1910 7 Zech, J. 4 Berlin

Die in der obigen Tabelle dargestellten Logarithmentafeln sind mit Sorgfalt
ausgewahlt worden. Leider geben die Quellen nicht immer die korrekten
Angaben her, so dass man eigentlich nur sicher Gber die Inhalte sein kann,
wenn die entsprechenden Tafeln in Augenschein genommen werden konnten.
Das ist bei den "eigenen” der Fall. Meist wurden die Additions- und
Subtraktionslogarithmen zusammen mit anderen Logarithmen
herausgegeben. Die alleinige Herausgabe dieser Logarithmentypen bleibt
lediglich wenigen Autoren vorbehalten, insbesondere Wittstein und Zech.

Wie bereits beschrieben, nehmen die GauRRischen Logarithmen ihren
Ursprung in den Ausfiihrungen und Berechnungen von Leonelli (1802),
werden von Gaul3 bernommen (1812), von Matthiessen als siebenstellige
Werte herausgegeben und daran anschliessend von Zech und etwas spater
von Wittstein in eigenen Ausgaben populéarer gemacht. Vega brachte 1851
die Gaullischen Logarithmen in der 34. Auflage seines logarithmisch
trigonometrischen Handbuchs heraus.

In den folgenden Ausgaben der Tafeln von Vega erscheinen diese
Logarithmen nicht mehr, was wahrscheinlich mit der herben Kritik von C.F.
Gaul’ an der Qualitat der Tafeln von Vega zusammenh&ngt (Astronomische
Nachrichten Nr. 756 vom Mai 1851).

Die Blutezeit der Herausgabe von Tafeln mit Additions- und
Subtraktionslogarithmen wéhrte etwa 1 Jahrhundert ( 1812 - ca.1930). Im
europaischen Ausland erschienen Ubersetzungen der Tafeln (Glasenapp
1935 - russ.; Wittstein 1935 und Cohn 1939 - engl.; Andoyer 1922 - frz. mit
Neuberechnung auf 16 oder 10 Stellen). H. Andoyer hatte seine Plane zur
Neuberechnung bereits 1914 anlasslich der 300-Jahr-Feier der Logarithmen
angekindigt. Der Berechnungsmodus ist im Napier Tercentenary Memorial
Volume 1915, S. 258ff angedeutet.

In Deutschland halt besonders C. Bremiker bzw. Th. Albrecht an der
Publikation der Additions - und Subtraktionslogarithmen bis 1950 fest. Die laut
Schitte angekindigte Herausgabe 8-stelliger Additions- und
Subtraktionslogarithmen von Johann Theodor Peters fur die 60er Jahre
konnte nicht nachvollzogen/verifiziert werden. In der ehemaligen DDR hat ein
Autorenkollektiv in seinen "Siebenstelligen logarithmischen und

S.8
Dr. Klaus Kiuhn, 82239 Alling, E-Mail info@iasim.de



trigonometrischen Tafeln" noch bis mindestens 1963 die Additions- und
Subtraktionslogarithmen veréffentlicht.

Bei den in der obigen Ubersichtstabelle angefiihrten Tafeln kommen
verschiedene Darstellungen zum Einsatz:

1. Additions- und Subtraktionslogarithmen in einer einzigen Tabelle (Prasse,
Wittstein, F.G. Gaul3, Kéhler = Autorenkollektiv)

2. Additions- und Subtraktionslogarithmen in zwei aufeinanderfolgenden
Tabellen (Zech, Peters)

3. Additions- und Subtraktionslogarithmen in einer Tabelle zusammen,
Subtraktionslogarithmen ab 0,4 allein (Albrecht, Bremiker, Rex)

Mit grosser Vehemenz begriinden die jeweiligen Autoren die Auswabhl ihrer
jeweiligen Tabellendarstellung und preisen die Ihre als die
anwenderfreundlichste. Wahrscheinlich aber lag es an den Gesamtinhalten
der Tafeln und den Gewohnheiten der Anwender, welcher Ausfihrung sie den
Vorzug gaben. Nahere Ausfuhrungen dazu wirden ebenso wie die
Beschreibungen der ubrigen Inhalte der einzelnen Tafeln den Rahmen dieses
Artikels bei weitem sprengen.
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Ende des Gebrauchs der Gaul3ischen Logarithmen

Uber die Griinde, warum die Publikation der GauRischen Logarithmen ab
etwa Ende der 30er Jahre versiegte, kann von meiner Seite nur spekuliert
werden. Entweder es entfielen die Anforderungen an Genauigkeiten
bestimmter astronomischer Berechnungen oder die Berechnungen selbst
waren in der bisherigen Form nicht mehr erforderlich. Alle diejenigen, die mit
derartigen Berechnungen zu tun hatten - und das waren besondes die
Astronomen -, waren selbstverstandlich bereits im Besitze der
entsprechenden Tafelwerke und bendétigten keine neuen. Allerdings hatte sich
der Astronom J.T. Peters 1940 noch einmal an die Berechnung sehr genauer
7-stelliger Additions- und Subtraktionslogarithmen gemacht. Uberhaupt
stellten die Logarithmentafeln von Peters und Bauschinger ab 1911 den
Genauigkeitsstandard schlechthin dar, da sie mit einer eigens daftr
gefertigten Rechenmaschine der Herren Eckert und Hamann berechnet
wurden.

Zu dieser Zeit zeichnete sich bereits der Riickgang der Anzahl der
gebréuchlichen Dezimalen ab. Man rickte mehr und mehr von den
wissenschaftlichen 7-stelligen Logarithmen zu den im Schulgebrauch
Ublicheren 5-stelligen und 4-stelligen Logarithmen hin. Deren Anwendung war
leichter, einfach weil der Umfang der Tafeln erheblich kleiner wurde. Damit
war die Zeiteinsparung - das Suchen und Blattern - durch den ausbleibenden
Rechenschritt ebenfalls vermindert und die Additions- und
Subtraktionslogarithmen tauchten im Schul- und Universitatsunterricht nicht
mehr auf.

Die mir vorliegende letzte Tafel der recht populéaren Logarithmentafeln von
F.G. Gaul3 mit Additions- und Subtraktionslogarithmen tragt das
Erscheinungsjahr 1915 als 136.-145 Auflage der "Flnfstellige vollstandige
logarithmische und trigonometrische Tafeln; Zum Gebrauche fir Schule und
Praxis". Wie ein beiliegender Ausbildungsplan in dieser Ausgabe belegt,
wurde diese Tafel sowohl in der Geodé&sie wie auch der Artillerie eingesetzt.
Die Angaben in Schiitte Gber eine F.G. Gau3-Tafel aus dem Jahre 1965
konnte nicht bestatigt werden.
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Verwechslung mit den Tafeln von Friedrich Gustav
Gaul}

Fragt man heutzutage einen mathematisch gebildeten Menschen " Kennen
Sie die Logarithmen von Gaul3 ?", so antwortet jeder "Naturlich, da habe ich
in der Schule (ca 1950 bis 1980) mit gerechnet !" Bei der nachsten Frage, ob
es sich dabei um die Additions- und Subtraktionslogarithmen von Carl
Friedrich Gaul handelte, kam meist heraus "Nein, ich weiss nicht so genau,
ich glaube nicht!".

Bei den Logarithmen, mit denen unsere Befragten gerechnet hatten, handelte
es sich meist um die Logarithmen aus den Tafeln von Frierich Gustav Gaul3
oder Gausz oder Gaul3, der mit Carl Friedrich lediglich den gleichen
Nachnamen hatte. Allerdings zeichneten F.G. Gaul3 (1829-1915) andere
Verdienste in hervorstechender Weise aus. Nicht nur, dass er als der Vater
des deutschen Katasterwesens - daher auch der Spitzname "Kataster-Gauf3"
- bezeichnet werden muss, unter seinem Namen als Herausgeber gelangten
die Logarithmentafeln in deutschen Schulen zu hochster Popularitat.

Sicher hatte daran der Name GAUR einen erheblichen (Marketing-)Anteil.

In seiner - wahrscheinlich ersten - Ausgabe "Funfstellige vollstandige
logarithmische und trigonometrische Tafeln", die 1870 in Berlin
herausgegeben wurden, waren bereits die Additions- und
Subtraktionslogarithmen von Carl Friedrich GauR3 veroffentlicht. Laut Tropfke
in der von Wittstein gewéhlten Tabellenmethodik. Die mir vorliegende Version
von 1898 (54. Auflage) bestéatigt dies.

Noch 1973 erschien die 521. - 530. Auflage "seines" Funfstelligen
logarithmischen Tafelwerks (Altgrad, grof3e Ausgabe) und 1974 die 481. -
500. Auflage "seines" Vierstelligen logarithmischen Tafelwerks. Es existierten
auch kleine Schulausgaben in vielen Auflagen. Die meisten Ausfiihrungen
entsprachen den Schwerpunkten der damals existierenden Schultypen. Um
wie viele Exemplare es sich dabei pro Auflage handelte und ob es noch
spatere Auflagen gibt, bleibt herauszufinden.
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